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Chodzi o istotny sens dowodu matematycznego, o zrodto wiarygod-
nosci podstawowej ,,cegielki” najscislejszej z nauk. Jeden z gtownych
fundatorow warszawskiej szkoly matematycznej, Zygmunt Janiszew-
ski, powiadal: ,,Zajmuj¢ si¢ matematyka, zeby si¢ dowiedzie¢ jak dale-
ko doj$¢ mozna samym czystym rozumowaniem”. Refleksja filozoficz-
na ma na celu zglebienie natury i struktury tego dochodzenia do praw-
dy matematycznej. Tymczasem w XX wieku namnozylo si¢ mndstwo
nieporozumien i naiwnos$ci interpretacyjnych, jesli chodzi o to, co na-
prawde w matematyce si¢ dzieje. W konsekwencji matematycy zaczeli
coraz czgsciej uwazac filozofow, w szczegolnoscei filozofow matematy-
ki, za ludzi, ktorzy nie rozjasniaja tego, co dzieje si¢ w matematyce, lecz
Wrecz przeciwnie, zaciemniaja. Sam tego doswiadczytem, przebywajac
nierzadko w srodowisku autentycznych (tzw. zwyktych, normalnych)
matematykow. No bo czy dobra, adekwatna filozofia matematyki moze
by¢ nieakceptowana przez matematykéw samych? Uwazam zdecydo-
wanie, ze nie. Matematyk dzigki filozofii powinien lepiej rozumie¢ to,
co robi niejako zywiotowo.

Ponizej przedstawiam ciag uwag i konstatacji filozoficzno-mate-
matycznych. Sa one do$¢ zwigzte, po to, zeby ewentualny czytelnik
matematyk nie stracit cierpliwosci:

1. Pierwszorzedna jest kwestia sztuczno$ci roztacznego podziatu
elementow matematyki na formalne reguty inferencji oraz treSciowe
fakty matematyczne. W naturalnym rozumowaniu matematycznym ten
podziat si¢ zupetnie nie uwidacznia. Rozwazmy prosty, ale reprezen-
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tatywny przyklad. Jesli liczba naturalna jest podzielna przez cztery,
to jest ona podzielna przez dwa. Bystrzejszy uczen na szkolnej lek-
cji matematyki zauwazy, ze liczba podzielna przez 4 to liczba majaca
arytmetyczna posta¢ 4k. Ale 4 = 2 x 2, wigc rozpatrywana liczba ma
postac (2 x 2)k =2 x (2 x k) =2k’, czyli jest to liczba podzielna przez 2,
cbdo. Zapytajmy teraz: gdzie w tym okresie warunkowym wystepuje
logika formalna? Zeby jej sie doszukaé, nalezatoby powyzsza dedukcije
sformalizowa¢ na gruncie systemu aksjomatycznego Peano (lub jakie-
go$ podobnego). Mozna si¢ dalej pyta¢, komu taka petna formalizacja
jest potrzebna. Na pewno nie teoretykom liczb. Zapewne arytmetykom
teoretycznym (badaczom formalnologicznych podstaw teorii liczb),
ktorzy wszakze nie zajmuja sig liczbami i ich wlasnos$ciami, lecz wtas-
nosciami sformalizowanych systeméw teorii liczb. Niektorzy te druga
dziedzing nazywaja nawet ,filozofia matematyki”, ale przeciez natu-
ralnym jest oczekiwanie, ze filozofia matematyki bedzie zrédtowo bli-
ska matematyce samej. Ogoélniej, dotyczy to kazdej relacji: dziedzina
nauki — filozofia tej dziedziny nauki.

Matematycy nie potrzebuja uczy¢ si¢ logiki formalnej, zeby prze-
prowadza¢ poprawne rozumowania matematyczne. Wystarczy, ze ucza
si¢ samej matematyki. Oczywiscie nie wynika z tego, ze logika formal-
na jest dyscypling bezwartosciowa, jednak jej wartos¢ jest immanentna
i ogdlnopoznawcza'. W relacji z matematyka to bardziej matematyka
jest potrzebna logice (logika matematyczna — matematyczne ujmowa-
nie schematow formalno logicznych) niz logika matematyce (matema-
tyce matematykow!).

Zaprezentowana na poczatku implikacja wiazaca dwa zdania o po-
dzielnosci liczb wpisuje sig bardziej w pojgcie czy schemat implikacji
scistej (A implikuje B = nie jest mozliwe, ze A i nieB) niz w schemat
implikacji materialnej (A implikuje B = nie jest prawdq, ze A i nieB),
jednak rozbudowywane przez juz dziesiatki lat formalne rachunki lo-
giki modalnej nie okazaly si¢ przydatne w praktyce rozumowan i twor-
czos$ci matematycznej. Sa po prostu metateoretyczna cickawostka o war-
tosci samej dla siebie.

Nieco parafrazujac wypowiedZz znanego polskiego matematyka
(odkrywecy talentu Stefana Banacha) Hugona Steinhausa, powiedzmy:

! Interesujace badania z tego zakresu przedstawia studium E. Wojciechow-
skiego, Teoria zdan warunkowych inspirowana pewnymi ideami Romana Ingardena,
,.Kwartalnik Filozoficzny”, t. XXXIX, z. 4, 2011, s. 61-72. Moim zdaniem, logika
formalna, w odpowiednio aplikacyjnym ujeciu, moze odegra¢ duzo wigksza rolg w nau-
kach spotecznych niz w naukach matematycznych.
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Matematyka to zawsze cos innego (Mathematics is always something
else)?. Wobec poprzednich rozwazan mozna by powiedzieé: dowdd ma-
tematyczny jest zawsze czyms innym!

Réznorodno$¢ matematycznej natury dowodéw matematycznych
mozna zilustrowac nastgpujaca typologia dos¢ egzotycznych przypad-
koéw. Informatyczny dowod matematyczny, czysto matematyczny! Jest
to oczywiscie (dla §ledzacych postgpy matematyki w ostatnich czasach)
dowod stynnego (jeszcze w XIX wieku) twierdzenia o czterech barwach
wystarczajacych do pokolorowania kazdej mapy geograficznej. Meta-
matematyczny dowod matematyczny. Przyktadow tego typu $ciezki
dowodowej nie jest wiele, ale odcisngly one pewne pigtno na obrazie
wspotczesnej matematyki. Bardziej szczegdtowo piszg o tym w innym
miejscu’. Fizykalny dowod matematyczny. Fizykalny a nie fizyczny,
bo nie chodzi o dowodzenie matematyczne za pomoca urzadzenia czy
obiektu fizycznego, lecz o stosowanie przestanek z zakresu nauki fizy-
ki i to raczej fizyki teoretycznej. Na przyktad dowodzenie pewnych
twierdzen topologii algebraicznej w oparciu o wyniki kwantowe;j teorii
pola. Jest to pewne novum ostatnich lat. Jednak jeszcze przed wojna
stawny matematyk Pélya miat ustysze¢ od wybitnego teoretyka liczb
Edmunda Landaua pytanie: ,,Czy sadzi Pan, ze istnieja jakiekolwiek
fizyczne przestanki na to, iz hipoteza Riemanna mogtaby by¢ praw-
dziwa?”. Wiadomo, ze interesowal si¢ tym zagadnieniem sam Da-
wid Hilbert, ale brak jest konkretnych danych o jego pogladach w tej
kwestii*.

2. W kontekscie dociekan prawdziwego sensu dowodu matema-
tycznego nie sposob nie poruszy¢ kwestii prawdziwego sensu i zna-
czenia dla matematyki stynnego twierdzenia Kurta Godla o niezupet-
nosci. Pozwolg sobie w tym miejscu na osobiste wyznanie, oczywi-
$cie o charakterze intelektualnym. Oto6z przez szereg lat, za wieloma
innymi, ulegalem zludzeniu, iz twierdzenie Godla ma kolosalne zna-
czenie dla filozofii matematyki, filozofii umystu czy filozofii w ogole.
Spotykatem si¢ w literaturze rowniez ze stwierdzeniami typu, ze ,,jest
to najwazniejsze twierdzenie dwudziestowiecznej matematyki” (sic!).

2 Zob. H. Steinhaus, Sfownik racjonalny, Ossolineum, s. 75.

3 Zob. E. Szumakowicz, Intelektualny spacer po matematyce z domieszkq filo-
zofii, Wyd. Nauk. PK, Krakow 2011. Rozdz. VIII. 2: Niespodziewane zwiqzki pojecio-
we. Zastosowania metamatematyki do matematyki, str. 231-234.

4 Zob. J. Derbyshire, Obsesja liczb pierwszych. Bernhard Riemann i najwigk-
szy nierozwiqzany problem w matematyce, Wydawnictwo NAKOM, Poznan 2009,
s. 306.
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W srodowisku filozofii nauki traktujacej te ostatnia bardziej realistycz-
nie (p6ézny Wittgenstein, Hilary Putnam) moga one wywotywa¢ natu-
ralne odreagowania, ze co$ jest nie tak z tymi bombastycznymi konsta-
tacjami, ze to jest jaki$ rodzaj intelektualnej reklamy czy marketingu
na rzecz wirtualnej filozofii nauki. Tak zwani ,,zwykli” matematycy
odnosili si¢ do tego rodzaju enuncjacji z kurtuazja i uprzejmym dystan-
sem, nazywajac twierdzenie Godla twierdzeniem ideologicznym lub
$wiatopogladowym i sprawe traktujac jako wewngtrzny problem ,,sek-
ty” logikéw i badaczy formalnych podstaw matematyki. Jednakowoz,
umysly o nastawieniu interdyscyplinarnym oraz ze sktonno$ciami do
wypracowywania szerszej horyzontalnej syntezy (do ktdérych zalicza
si¢ autor niniejszych rozwazan) nie bardzo sa sklonne do takich nie
pierwszej swiezosci kompromiséw metodologicznych czy intelektual-
nych. Stad niniejsze ,,wyznanie wiary” filozofa matematyki takiej, jaka
ona jest naprawde.

W tym miejscu warto zwroci¢ uwage na fundamentalna réznice
migdzy ,,formalna nierozstrzygalno$cia twierdzenia czy zdania w sfor-
malizowanym systemie matematyki” a nierozwiazywalnoscia proble-
mu matematycznego. Tylko to drugie pojecie dotyczy realnej prakty-
ki myslenia matematycznego. Wielki matematyk Dawid Hilbert jest
autorem dodajacej otuchy badawczej sentencji: Wir miissen wissen, wir
werden wissen (Musimy wiedzie¢, bedziemy wiedzie¢). Ale czy kazdy
problem matematyczny bedzie predzej czy pozniej rozwiazany? Zbyt
wiele wskazuje, ze nie, by popada¢ w naiwny optymizm. Cho¢ ,,bez
optymizmu nie da si¢ udowodni¢ twierdzenia matematycznego”>. Po-
nadto, juz od czaséw Euklidesa z Aleksandrii, autora Elementow, znany
jest bardzo prawdopodobny kandydat na sensowne zdanie matema-
tyczne, ktorego prawdziwos$¢ nigdy nie bedzie rozstrzygnigta. Jest to
problem istnienia liczb doskonatych nieparzystych (tj. takich, ktorych
suma dzielnikow mniejszych od niej samej jest im réwna; np. 6 czy
28 — w klasie liczb parzystych). Pomimo wielowiekowych poszukiwan
1 usitowan, z uwzglednieniem najnowszych technik komputerowych,
nie udato si¢ do dzisiaj znalez¢ chocby jednej takiej liczby, ani dowiesc,
ze ona nie istnieje. Poniewaz liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele
153 one bardzo indywidualistyczne w swoich wlasno$ciach (,,biologicz-
ny charakter” teorii liczb — A. Schinzel), mozna sobie wyobrazi¢, ze
wielko$¢ 1 wlasno$ciowa specyficznosé istniejacej ,,samej dla siebie”

5 Jest to motto ksiazki S. Lojasiewicza, Wstep do geometrii analitycznej zespo-
lonej, PWN, Warszawa 1988.
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liczby doskonalej nieparzystej przekracza mozliwosci umystu ludzkie-
go uzbrojonego dodatkowo w komputery kwantowe, superkwantowe,
hipersuperkwantowe, etc.

Historia matematyki wskazuje, ze okre$lone wyzej ,,praktyczne”
pojecie nierozstrzygalnosci — nierozwigzywalnosci problemoéw ma-
tematycznych mial na poczatku XIX wieku Gauss. Zachgcany przez
Olbersa do rozstrzygnigcia prawdziwosci Wielkiego Twierdzenia Fer-
mata (WTF) na konkurs Akademii Francuskiej odpowiedziat, ze nie ma
takiego zamiaru, gdyz jego zdaniem problem Fermata nie jest proble-
mem ciekawym, jako ze nie wiaze si¢ glgboko z treSciwymi pojgcia-
mi matematycznymi. Gauss dodal przy tym, Zze bez trudu moze sfor-
mulowac¢ wiele zagadnien nie dajacych si¢ rozwiazaé ani ,,na tak”, ani
,»ha nie” i nie wartych poswigcania im wigkszej uwagi. Zauwazmy ,,na
goraco”, iz w postawie poznawczej ksigcia matematykow (nb. pocho-
dzenia chtopsko-robotniczego!) zawarta jest pewna glebia aksjologicz-
no-epistemologiczna . Streszcza si¢ ona wskazaniem, ze nie wszystkie
problemy matematyczne sa warte wysitku czy usitowan ich rozstrzyg-
nigcia. W tym jest rowniez pewien moment ontologiczny: kreowanie
swiata matematyki przez aksjologiczne (estetyczne? — por. poglady
H. Poincaré) jakosci, tkwiace niejako w problemach matematycznych,
nie za$ tylko przez formalnie poprawne formutly takiej czy innej dzie-
dziny matematycznej. Poprawne formuly matematyczne moga by¢
»puste”. Zwracat na to niejednokrotnie uwage wybitny matematyk
francuski Jean Dieudonné, przeciwstawiajac mathematique vide — ma-
thematique substantive.

Skonfrontujmy teraz krytyczno-sceptyczna postawg poznawcza
Gaussa z wydawaloby sig totalnym optymizmem poznawczym Hil-
berta (Wir miissen wissen, wir werden wissen). Ale wcze$niej warto
przytoczy¢ pewna znaczaca charakterystyke umystowosci badawczej
polskiego geniusza matematycznego, Stefana Banacha, wpisujaca si¢
adekwatnie w kontekst Hilbertowski:

Niech mi wolno bgdzie powiedzie¢ od siebie, jako §wiadkowi pracy Banacha, ze
miat on jasno$¢ myslenia, ktora Kazimierz Bartel nazwat raz ,,az nieprzyjemna”. Nie
liczyt nigdy na szczgsliwy traf, Ze sprawdza si¢ koniunktury pozadane w danej chwili,
i chetnie mawial, Ze ,,nadzieja jest matka glupcow”; t¢ pogarde optymizmu stosowat
nie tylko w matematyce, lecz takze do proroctw politycznych. Byt podobny do Hil-
berta w tym, ze atakowal zagadnienia wprost — po wylaczeniu przez przyktady
wszystkich drog bocznych, koncentrowal wszystkie sity na drodze pozostatej, wio-
dacej prosto do celu — wierzyl, ze logiczna analiza zagadnienia przeprowadzona tak,
jak analizuje szachista trudna pozycje, musi doprowadzi¢ do dowodu lub do obale-
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nia twierdzenia. (...) Nie lubowat si¢ w dociekaniach logicznych, cho¢ rozumiat je
doskonale®.

Syntetyzujac stanowiska poznawcze i metodologiczne Gaussa, Hil-
berta i Banacha, mozna stwierdzi¢, ze w gruncie rzeczy wszyscy sa po-
znawczymi optymistami, tyle ze umiarkowanymi, explicite lub impli-
cite. Geniusz matematyczny polega na tym, ze ,,si¢ wie”, ktérymi
problemami warto si¢ zajmowac, a ktére mozna zignorowac. Oczywis-
cie, w tej selekcji wystepuja réznice indywidualne — ,,na najwyzszej
polce” — jednak sa one tonowane przez dyskurs znawcow przedmiotu,
ktory w przypadku matematyki jest szczegolnie konkluzywny. Ten
fenomen potwierdzaja migdzy innymi stowa wybitnego matematyka
rosyjskiego Mikotaja Luzina:

Przede wszystkim spotkanie z p. Banachem wywarto na mnie duze wrazenie.
O tyle, o ile mogg sadzi¢, jest on najlepszy (/e plus fort) ze wszystkich polskich mate-
matykow, a przy tym ma dobry (vrai) gust naukowy’.

Wrdéémy jeszeze, dla kontrastu, do nastawienia formalistycznego
w epistemologii matematyki. W jego ramach moga pojawic si¢ na przy-
ktad nastgpujace ,,rewelacje filozoficzne”. Otoz, kiedy$§ w miesigczniku
»Delta”, przeznaczonym dla nauczycieli nauk $cistych i zdolniejszych
licealistow, przeczytalem nastepujaca dywagacje nawiazujaca do twier-
dzenia Godla o formalnej nierozstrzygalnosci:

Moze pewne problemy teorii liczb, jak np. Wielkie Twierdzenie Fermata, sa
niezalezne od arytmetyki Peany. A czy sa one rozstrzygalne na gruncie teorii mno-
gosci? Czy tez sa od niej niezalezne? Pozytywna odpowiedz na to ostatnie pytanie, tzn.
pokazanie ich nierozstrzygalnosci w teorii mnogosci bytoby wynikiem o wielkiej
doniostosci filozoficznej. Dowodzitoby bowiem ich absolutnej nierozstrzygalnosci,
tzn. nierozstrzygalnosci za pomoca jakichkolwiek metod i srodkéw dostgpnych w ma-
tematyce.

Przyjrzyjmy sig, co by oznaczata owa ,,absolutna nierozstrzygal-
nos$¢”? Ano niezalezno$¢ WTF od systemu teorii mnogo$ci oznacza,
ze w kazdym numerycznym przypadku dla czworki liczb: x, y, z i n
zachodzilaby nier6wno$¢: n-ta potgga x + n-ta potega y nie rowna si¢
n-tej potedze z. Gdyby bylo przeciwnie, tj. miataby miejsce cho¢ jedna
rownos¢ tego typu, to obalatoby to cale WTF i to w sposob tak ele-

¢ H. Steinhaus, Stefan Banach [w:] Wkiad Polakow do nauki, PWN, Warszawa,
s. 435-448.

" M. Luzin, List do Arnauda Denjoy z 1926 r., ,,Wiadomosci Matematyczne”
XXV (1983), s. 65-66.
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mentarny, ze niewatpliwie formalizowany w systemie teorii mnogosci,
co przeczytoby hipotetycznie udowodnionemu faktowi niezalezno$ci
WTF od teorii mnogos$ci. Zatem, niewprost, prawdziwe sa wszystkie
nierownosci Fermata, czyli Wielkie Twierdzenie dla wszystkich ,,nor-
malnych” (standardowych) liczb naturalnych. A oto przeciez chodzi
w teorii liczb, zeby dowodzi¢ twierdzen dla intuicyjnych liczb natural-
nych. Zatem, w ostatecznym rozrachunku i po prostu, formalnologiczna
niezalezno$¢ twierdzenia teorioliczbowego od systemu teorii mnogosci
jest metoda dowiedzenia prawdziwosci tego twierdzenia, nie za$ jakas
sensacja filozoficzna. Jest to, czy raczej bylaby, metoda bardzo egzo-
tyczna, ale matematycznie skuteczna (por. metamatematyczny dowod
matematyczny — str. 77 tego artykuhlu). Dla pelnej jasnosci dodajmy
jeszcze, iz nie ma sprzecznosci miedzy formalna nierozstrzygalnoscia
a realnym dowodem dla intuicyjnie danych obiektow matematycz-
nych, gdyz formalne systemy nie moéwia o intuicyjnie danych obiektach
matematycznych, lecz o dowolnych tworach spetniajacych aksjomaty
systemu.

Wielkie Twierdzenie Fermata zostato juz udowodnione bardziej
klasycznymi (cho¢ niezwykle trudnymi) metodami, jednak sprawa do-
tyczy wielu innych, nierozstrzygnigtych jeszcze hipotez matematycz-
nych (np. hipotezy Goldbacha). Nalezy jednak przypuszczaé, ze taki
metamatematyczny dowod twierdzenia teorioliczbowego bylby o kil-
ka, co najmniej, rzedéw wielko$ci trudniejszy od dowodu metodami
klasycznymi, nawet tymi najtrudniejszymi. Powiedzmy, jesli dowod
WTF autorstwa Andrew Wilesa potrzebowat ksiazki do jego zapisania,
to mniemany dowod metamatematyczny (via niezalezno$¢ od systemu
teorii mnogosci) potrzebowac by mogt biblioteki.

Stowko jeszcze o drugiej czesci niewatpliwie wielkiego formalno-
logicznego wyniku Gédla, czyli dowodzie niemoznosci udowodnie-
nia niesprzecznos$ci arytmetyki (teorii liczb) srodkami dedukcyjnymi
samej arytmetyki. Powszechnie uznano to za obalenie tzw. programu
Hilberta: finitystycznego dowodu niesprzecznosci sformalizowanej
arytmetyki i calej matematyki. Ciekawe, ze Dawid Hilbert, podobnie
jak tworca aksjomatycznej teorii mnogosci Ernst Zermelo, nie przyjat
do wiadomosci takiej konsekwencji twierdzen Godla i wraz z P. Ber-
naysem kontynuowal badania nad formalnymi podstawami arytmetyki
do poznych lat 30.

Za$ moim zdaniem, z punktu widzenia praktyki myslenia i twor-
czo$ci matematycznej, program Hilberta nie ma w ogdle sensu. Na
przetomie XIX i XX wieku, pod wptywem odkrycia antynomii teorio-
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mnogosciowych i wzrostu zainteresowan logika formalna, pojawit si¢
catkowicie nieuzasadniony Igk przed sprzeczno$ciami w realnej mate-
matyce. Nota bene, poézniej sam Godel stwierdzat, ze antynomie teorio-
mnogos$ciowe maja charakter epistemologiczny, a nie matematyczny.
Natomiast w epoce, kiedy Kurt Godel si¢ rodzil, odnoszacy §wiatowe
sukcesy w tzw. zwyktej (tj. normalnej, mainstreamowej) matematyce
Dawid Hilbert, jakby zauroczyt si¢ ,,picknem” matematyki metamate-
matyki 1 to zauroczenie nie opuscito go do konca zycia. Trzeba przy-
znaé, ze tkwi w tym pewien motyw filozoficzny: takie nastawienie
mozna by okresli¢ mianem ,,metodycznej paranoi” per analogiam do
,.metodycznego sceptycyzmu” Kartezjusza z jego Medytacji o pierw-
szej filozofii.

Hilbert byt wyjatkiem potwierdzajacym regute. Normalni matema-
tycy nie lgkaja sig sprzecznosci (nie myli¢ z blgdami!) w swojej pracy
badawczej, albowiem te sprzeczno$ci w ogole nie wystepuja’.

3. Mozna rozr6znié¢ trzy warstwy dowodu matematycznego. Pierw-
sza — dowod w pelni sformalizowany. Druga — dowdd naturalny, czyli
to, co znajduje si¢ w naukowych, profesjonalnych czasopismach ma-
tematycznych. Trzecia — dowod akcentujacy kontekst heurystyczny,
istotne motywacje krokow w rozumowaniu. W tej warstwie szczegdlna
role odgrywa intuicja. I to intuicja w sensie epistemologicznym, a nie
tylko psychologicznym. Intuicja jako wtadza poznawcza, jako widze-
nie jak jest, czy jak musi by¢.

Dowodéw w petni sformalizowanych nikt nie przeprowadza, jesli
pomina¢ parg przypadkow, ktore sa w istocie ,,wyjatkami potwierdza-
jacymi regute”’. Logicy zajmuja si¢ nie konkretnymi dowodami, lecz
zbiorami wszystkich mozliwych dowodéw w systemach sformalizo-
wanych 1 wlasnosciami strukturalnymi tych zbiorow. Tego rodzaju ba-
dania stanowia warto$¢ sama dla siebie. Praktyce uprawiania czy tez
nauczania matematyki to nie shuzy.

8 Por. E. Szumakowicz, Should one fear contradictions?, Proceedings of the
15-th International Wittgenstein Symposium. Part I. Verlag Holder-Pichler-Tempsky,
Wieden 1933, s. 371-376.

> Np. kompletnie sformalizowany dowod twierdzenia Rolle’a w rachunku r6z-
niczkowym przedstawiony w Teorii dowodu podiug wyktadow uniwersyteckich
prof. dr. Jana Sleszynskiego w oprac. S. K. Zaremba, Krakow 1929, s. 213-237. Tak-
ze sformalizowane dowody teorioliczbowych twierdzen: matego twierdzenia Fermata
oraz chinskiego twierdzenia o resztach w ksiazce: A. Grzegorczyk, Zarys arytme-
tyki teoretycznej, PWN Warszawa 1971. Nota bene, recenzujacy wspomniang ksiazke
A. Mostowski, majac na uwadze powyzsze formalizacje, stwierdzil, iz ,,autor udaje, ze
uprawia matematyke”.
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Dowody naturalne, zapetniajace naukowe czasopisma matema-
tyczne, sg to takie redakcje rozumowan matematycznych, zeby $ro-
dowisko specjalistow uznato, ze kto$ (pierwszy) co$ udowodnit. I nic
wigcej. Nie chodzi tam w zadnej mierze o utatwienie czytelnikom zro-
zumienia gry idei prowadzacej do ustalenia prawdziwosci twierdzenia.
Wrecz przeciwnie, odnosi si¢ wrazenie, iz celem publikacji nauko-
wej jest podanie minimum informacji przekonujacej fachowe gre-
mium. Minimum, réwniez po to, by chroni¢ potencjat tworczy autora
dowodow.

Dowody z uwzglednieniem szerszego kontekstu heurystycznego
rzadko znajduja miejsce w publikacjach matematycznych, zapewne
z obawy o rozwleklos¢ i przegadanie. Z drugiej strony, typowa dla filo-
zofii neopozytywistycznej separacja ,.kontekstu odkrycia” i ,,kontekstu
uzasadniania” coraz bardziej wydaje si¢ purystyczna przesada. W ma-
tematyce przynajmniej nie ma bowiem watpliwosci, co jest §cistym do-
wodem, a co komentarzem. Nawiasem moéwiac, taki logiczny puryzm
bardziej przydalby si¢ humanistyce i komunikacji spotecznej, gdzie
jednak, niestety, nie wystgpuje.

4. Istotnosciowa (esencjalna) ,tkanka” dowodu matematyczne-
go (a la Bergson?) domaga si¢ od pewnego czasu prawa do ekspresji.
Nawet czotowy przedstawiciel polskiej logiki formalnej Andrzej Mo-
stowski, stwierdzal istnienie czego$ takiego jak ,,istotne” (w kontras-
cie z nieistotnymi) kroki czy przejscia w naturalnej dedukcji mate-
matycznej. Ale ogélne stwierdzenia tego rodzaju sa, mozna powie-
dzie¢, ,tatwe” i zazwyczaj niezobowiazujace. Jednak sprawa domaga
sig, jak uwazam, konsekwencji praktycznej, to jest metodycznej ilustra-
cji w zakresie praktyki dowodzenia matematycznego. Co mozna —
w zwiazku z tym i w imi¢ konsekwencji (jesli powiedziato sig ,,a”, to
nalezy powiedzie¢ co najmniej ,,b”!) — powiedzie¢ w tym nieobszernym
miejscu, tzn. bez pisania ksiazki? Moze kilka przyktadow, prostszych
i bardziej skomplikowanych.

Przyktad 1. Por6wnywanie $rednich arytmetycznej i geometrycz-
nej dwoch liczb prowadzi do prostego, ale i glebokiego twierdzenia,
ktorego dowod warty jest refleksji zarowno metodyczno-dydaktyczne;j,
jak 1 metodologiczno-epistemologicznej. Bierzemy zatem dwie dowol-
ne liczby rzeczywiste a i b, a nastgpnie pytamy: jak si¢ ma wielko$cio-
wo a+b/2 do Nab? Wiemy, ze $rednia arytmetyczna jest nie mniejsza
od $redniej geometrycznej — jak to udowodni¢? Ot6z, w nastgpujacy
sposob:
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1. Podnosimy obie $rednie jako obie strony domniemanej nierow-
nosci do kwadratu.

2. Mnozymy, dla pozbycia si¢ utamkowosci, obie strony przez
liczbe 4.

3. Przenosimy prawa strong na lewa, oczywiscie ze znakiem ujem-
nym.

4. Odejmujemy i... otrzymujemy kwadrat réznicy a i b. I w tym
momencie mozemy zakrzyknaé: ,,Eureka!”.

5. Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nie mniejszy od
zera. Zerem jest jedynie kwadrat liczby rownej zero. W szczegdlnosci
kwadrat réznicy a-b zeruje si¢ tylko, gdy a=b.

6. Zatem srednia arytmetyczna roéwna si¢ sredniej geometrycznej
tylko dla liczb wzajemnie rownych. Poza tym jest wigksza. QED.

Ten prosty, ale sugestywny przyktad odkrycia matematycznego poka-
zuje esencjalny mechanizm kazdego odkrycia matematycznego: przek-
sztatcanie dedukcyjne docelowych formut (hipotez matematycznych)
az si¢ otrzyma formutle, ktora jawi sie jako intuicyjnie prawdziwa. I nie
jest to zazwyczaj aksjomat!

Dodajmy, iz ujawniona w przyktadzie prawidlowos¢ ilustruje sig
geometrycznie (paralelny dowdd geometryczny!) nastepujaca konfi-
guracja:

|

on
wn

: a=h _l;_

Pozioma $rednica jest suma: @ + b. Pionowe odcinki to $rednie: geo-
metryczna — Sg oraz arytmetyczna — S,. Widaé, ze $rednia arytmetycz-
na jest zawsze taka sama (przy statej sumie liczb usrednianych) i rowna
promieniowi kota. Natomiast $rednia geometryczna jest tym wigksza
im mniejsza jest roéznica: a — b.
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Przedstawiony zostat dowod w szeéciu istotnych punktach. Ilosé
punktéw = krokow dedukcyjnych nie jest najistotniejsza, mozliwe sa
bowiem rozne redakcje dowodu rézniace si¢ nieco rozdzialem rozumo-
wania na poszczeg6lne kroki. Wazne jest to, ze ten przyktad dowodu
jest dobrym punktem wyjscia do zdefiniowania pojgcia dowodu mate-
matycznego w ogole. Definicja ogdlna moglaby brzmie¢ nastgpujaco:

Dowod matematyczny jest to tekst — program w sposob konieczny,
pewny przeprowadzajqcy umyst od zbioru juz ustalonych faktow mate-
matycznych do nowego, dotychczas hipotetycznego, faktu matematycz-
nego (ewentualnie zbioru takich faktow).

Jest to definicja operacyjna, korespondujaca z tym, co matematycy
robia i czego doswiadczaja. Zauwazmy, iz jest ona w gruncie rzeczy
odporna na zarzut subiektywizmu. Po prostu, w dyskursie matematycz-
nym subiektywno$ci poszczegdlnych matematykow intersubiektywi-
zuja sig, czyli obiektywizuja. W innych niz matematyczny dyskursach
intersubiektywizacja — obiektywizacja nie jest tak pewna jak w mate-
matyce, co jest swoistym atrybutem krolowej nauk.

Przyktad 2. Teoria Galois przyciaga uwage nie tylko matema-
tykow sensu stricte, ale 1 historykow oraz metodologéw matematyki.
Zawdzigcza to swej niezwyklej spdjnosci logicznej — przy tym szer-
szym, nie $ci§le formalnym, sensie logiki i logicznosci. Historyczne
i dramatyczne tlo odkrycia tej teorii przez dziewigtnastoletniego Ewa-
rysta Galois opisat w swej powiesci Wybrancy bogow znany fizyk Leo-
pold Infeld. Pelny akademicki wyktad teorii Galois wymaga kilkudzie-
sigciu stron ggstego tekstu przepetnionego licznymi definicjami, lema-
tami, twierdzeniami, wnioskami itp. Niewatpliwe pigkno tej teorii jest
zaciemnione gaszczem uciazliwych szczegdtow. Regularni studenci
zaliczaja stosowny egzamin, ale nie jestem pewien, czy do$wiadczaja
strukturalnego pigkna teorii Galois. A czy zdolny licealista, na przyktad
po lekturze Wybrancow bogow, jest w stanie cho¢by z grubsza uchwy-
ci¢ sens matematyczny tego , co zrodzito si¢ w glowie jego rowie$nika
sprzed nieomal dwoch wiekdw?

Chodzi o rozwiazywanie rownan algebraicznych. Przypomnijmy,
przyrownujemy wielomian n-tego stopnia o wspoélczynnikach wy-
miernych do zera. Zasadnicze twierdzenie algebry gwarantuje, ze w
dziedzinie liczb zespolonych takie rownanie ma n pierwiastkow. Jak je
jednak okresli¢? Moze si¢ zdarzy¢, ze wszystkie pierwiastki sa liczba-
mi wymiernymi, czyli naleza do dziedziny wspotczynnikéw rownania.
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Ale jesli nie naleza do ciala liczb wymiernych, to co robi¢? Trzeba
wtedy ,,dosypac¢” do Q jakie$ nowe liczby o mozliwie prostej budowie
i liczy¢ na to, ze pierwiastki rownania wyraza si¢ przez te nowe liczby
(oczywiscie w kombinacji ze starymi). Do tej roli naturalnymi kan-
dydatami sa pierwiastki liczb z dotychczasowej dziedziny wspdtczyn-
nikoéw. A dalej, pierwiastki z pierwiastkow (najczgsciej skombinowa-
nych arytmetycznie z innymi, ,,wcze$niejszymi” liczbami), pierwiastki
z pierwiastkow z pierwiastkow..., etc. — tzw. pierwiastniki (pierwiastki
iterowane).

W ten sposob udato si¢ matematykom do czasu wloskiego rene-
sansu uzyska¢ wzory na pierwiastki rownan stopni 2, 3 i 4. W wiekach
XVII i XVIII najwybitniejsi matematycy, jak Fermat i Euler probowali
uzyskac¢ podobny wzor dla rownan stopnia 5, ale bez rezultatu. Dopie-
ro okoto roku 1829 licealista Ewaryst Galois zauwazyt i wykazal, ze
takiego wzoru by¢ nie moze. Gdyby bowiem taki wzor istniat, to ,,tech-
nologia” rozwigzywania rownan 5. stopnia przedstawiataby si¢ jak na
ponizszym schemacie, ktory dla skrotu nazwatbym ,.tapeta Galois™.
Wspomniana ,,technologia” rozwiazywania rdwnan piatego stopnia
przez pierwiastniki i ostateczne otrzymanie wzoru pierwiastnikowego,
przedstawia si¢ strukturalnie nast¢pujaco. Instruktywne sa umieszczo-
ne na marginesie analogie: utamkowa i rézniczkowo-utamkowa. Lewa
kolumna przedstawia rozszerzanie wyjsciowej dziedziny liczbowe;j,
ciata liczb wymiernych o kolejne pierwiastniki. Istnienie wzoréw pier-
wiastnikowych dla rownania 5. stopnia oznacza, ze ktores takie rozsze-
rzenie (na schemacie najwyzej polozone) obejmie rozszerzenie ciata
liczb wymiernych, O, o wszystkie pierwiastki badanego réwnania —
L. Skrajnie prawa kolumna ,,tapety Galois” przedstawia tenze proces
pierwiastnikowego rozszerzania, ale w aspekcie teoriogrupowym. To
jest wlasnie nowatorski pomyst mtodego Ewarysta: rozszerzeniu o pe-
wien element pierwotnej czy poprzedniej dziedziny odpowiada grupa
przeksztatcen rozszerzonej dziedziny, ,,nie ruszajaca” dziedziny wyjs-
ciowej. | dalej, moca tzw. podstawowego twierdzenia teorii Galois
mozna t¢ grupg przedstawi¢ bardziej ,,pigtrowo”, jako iloraz dwoéch
innych grup rozszerzen. Formalnie przypomina to znany z arytmety-
ki wzor utamkowy czy tez znany z rachunku rézniczkowego wzér na
pochodna funkcji ztozonej. Zamiast dzielenia liczb przez liczby czy
rozniczek przez roézniczki, tutaj dzielimy grupy (przeksztatcen) przez
grupy — jeszcze jedna odmiana dzielenia.

Powyzsze operacje doprowadzaja nas do kolumny drugiej z lewa,
ktora jest zapisem faktu, ze pierwiastnikowo wyrazalna grupa rozsze-
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rzen wyjsciowego ciata liczb wymiernych o pierwiastki réwnania dzieli
si¢ przez mniejsza grupg, ktora z kolei dzieli si¢ przez jeszcze mniej-
sza, ktora z kolei... , etc. — az do otrzymania w wyniku takich dzielen
grupowych grupy jednoelementowe;j (sktadajace;j sig tylko z przeksztat-
cenia identyczno$ciowego). Istnienie takiego ciagu dzielacych si¢ grup
jest dla badanego rownania 5. stopnia warunkiem koniecznym istnienia
wzorow wyrazajacych pierwiastki tego rownania przez pierwiastniki

liczbowe!

Z drugiej strony, stwierdzono, ze dla wigkszosci rownan 5-tego
stopnia ich grupy rozszerzen roéwnaja si¢ grupie permutacji z 5 elemen-
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tow, liczacej tym samym 5! (silnia) = 120 elementdéw. Dla poréwnania,
dla réwnan 4-tego stopnia ich grupy rozszerzen licza w zdecydowanej
wigkszosci 4! = 24, za$§ dla rownan 3-go stopnia 3! = 6 elementow.
I tu mamy przepascista roznice: grupy ,,3!”1,,4!”” dopuszczaja zobrazo-
wany w drugiej zlewa kolumnie ,,tapety Galois” ciag dzieleniowy grup —
podgrup, natomiast grupa ,,5!” takiego ciagu nie dopuszcza. Zatem,
z powodoéw strukturalnych pierwiastki rownan 5-tego stopnia (poza
sporadycznymi wyjatkami) nie sa wyrazalne przez wzory pierwiastni-
kowe. Udowodniono, ze wlasnos¢ ta dziedziczy si¢ na wszystkie stop-
nie wigksze od 5. Mozna zatem powiedzieé, ze istnieniec wzoréw na
pierwiastki rownan 2, 3 i4 stopnia jest rezultatem strukturalnej prosto-
ty dla tych przypadkow.

Per analogiam do lingwistyki strukturalnej (N. Chomsky i in.) moz-
na by powiedzie¢ , ze odkryta zostata ,,struktura gigboka” réwnan alge-
braicznych. Tego odkrycia dokonat swego czasu 18-letni Ewaryst Ga-
lois. Uwazam, ze niektorzy dzisiejsi licealisci mogliby juz, oczywiscie,
nie odkry¢, ale zrozumie¢ i odczu¢ intelektualno-estetyczny ,,smak” tej
pieknej teorii o niezwyklej glebi.

Przyktad 3. Twierdzenie o liczbach pierwszych.

Jest to jeszcze jedno wyzwanie metodologiczne: aproksymatywne
twierdzenie o liczbach pierwszych. Leszek Kotakowski w swoim eseju
Horror metaphysicus pisze o liczbach pierwszych 1 wyraza zdziwienie
(a pono¢ filozofia bierze si¢ ze zdziwienia), ze starozytni uczeni zaj-
mowali si¢ czyms$ tak niepraktycznym, jak liczby pierwsze. Gwiazdy
to jeszcze, ale liczby pierwsze?! Tymczasem jest do$¢ sugestywna ana-
logia miedzy rzednigciem gwiazd czy galaktyk w pustkach kosmosu
a rzednigciem liczb pierwszych w ,,kosmosie” liczb naturalnych. To
drugie jest w matematyce mierzone specjalna funkcja arytmetycz-
na oznaczang grecka litera  : 7(n). Inne x niz to najstynniejsze, geo-
metryczne. Ot6z to arytmetyczne pi(n) podzielone przez n : m(n)/n (po
prostu $rednia ggstos¢ wystegpowania) dazy do zera, gdy n dazy do nie-
skofczonos$ci. Oznacza to, ze liczby pierwsze w coraz to odleglejszych
partiach kosmosu liczb naturalnych staja si¢ nieograniczenie czy tez
dowolnie rzadkie. Wynika to z tego, ze x(n) jest wielkoScia bardzo sta-
bo czy tez wolno rosnaca. Z analizy matematycznej wiemy, ze funkcja
stabo lub wolno rosnaca jest logarytm: log(n). Otdz pod koniec XVIII
wieku stawni matematycy Gauss i Legendre zauwazyli, iz wielko$¢
w(n) . log(n)/ n dazy do liczby jeden, / ! W jezyku bardziej literackim
mozna to wyrazi¢ tak: wolne ros$nigcie pomnozone przez wolne ros-

© Copyright by Polska Akademia Umiejetnosci, Uniwersytet Jagiellonski, Krakéw 2014



Kwartalnik Filozoficzny, tom XLII, 2014, zeszyt 1

nigcie nie jest juz tak wolnym rosnigciem! W omawianym przypadku
chodzi o wielkosci, funkcje z(.) i logarytm. Ta prawidlowo$¢ moze juz
wzbudzi¢ niemate zdumienie czy nawet zachwyt u twoérczych matema-
tykow. I wzbudzita. Przez caly wiek najwigksi matematycy zajmowali
si¢ tym zagadnieniem, tj. probowali dowies¢ prawidtowosci odkrytej
przez Gaussa i Legendre’a. Udato si¢ dopiero pod koniec wieku (1896 .,
de la Vallée Poussin i Hadamard), a wigc w sto lat od postawienia hipo-
tezy. Do dowodu uzyto skomplikowanej aparatury pojeciowej analizy
matematycznej zespolonej. Innymi stowy, jezyk twierdzenia, dos¢ prze-
ciez elementarny, byl inny niz jezyk dowodu tego twierdzenia, pojg-
ciowo bardzo zaawansowany, powiedzieliby$my ,,z innej bajki”. Totez
dos$¢ szybko postawiono pytanie 0 mozliwo$¢ dowodu elementarnego.

Na pozytywna odpowiedz trzeba byto poczekaé pot wieku (1949 .,
Selberg, Erdos). W dodatku pojawit si¢ nowy ktopot metodologicz-
ny: dowod elementarny okazat si¢ by¢ nie mniej trudny niz dowdd
nieelementarny! Nawet wigcej — wybitny polski teoretyk liczb Stani-
staw Knapowski stwierdzit swego czasu, ze ,,dowdd elementarny jest
trudniejszy niz wszystkie dowody analityczne (nieelementarne) razem
wzigte”!%. Zatem pojawito si¢ kolejne wyzwanie — uproszczenia dowo-
dow elementarnych. W tym kontek$cie na uwagg i wspomnienie za-
sluguje posta¢ Michata Kaleckiego, wybitnego ekonomisty i zara-
zem matematyka amatora (w najpigkniejszym znaczeniu amatorstwa).
W wieku ponad sze$édziesigeiu lat profesor Kalecki realizowat swoje
pragnienie upraszczania bardzo trudnych, cho¢ elementarnych, dowo-
dow aproksymatywnego twierdzenia o liczbach pierwszych!!. Jednak
wciaz nie udaje si¢ otrzyma¢ dowodu elementarnego, ktory bytby do
intuicyjnego ogarnig¢cia w sposob integralny. Ian Richards pisze o tym
dos¢ sugestywnie, majac wprawdzie na mysli pierwszy dowdd Selberga:

Pod wzgledem technicznym dowod jest elementarny w tym znaczeniu, ze kazdy
krok dowodu jest elementarny. Lecz dowdd jest podzielony na tak wiele etapow i zalez-
nosci migdzy nimi sa tak skomplikowane, ze nie otrzymuje si¢ zadnego prostego obrazu
calosci. Prawdopodobnie jest to nieuniknione. Jak si¢ wydaje, istnieje prawo ,,zacho-
wania trudnosci”, ktore mowi, ze trudne twierdzenie pozostaje trudnym niezaleznie, jak
si¢ do niego podchodzi'.

10 Por. S. Knapowski, Przeglad niektdrych zagadnier analitycznej teorii liczb do-
tyczqeych rozktadu liczb pierwszych, ,, Wiadomosci Matematyczne”, vol. VI (1963) s. 128.

1" Zob. J. Oderfeld i A. Schinzel, O pracach matematycznych Michala Ka-
leckiego, ,,Wiadomosci Matematyczne”, XVI (1973), s. 72.

12 Zob. 1. Richards, Teoria liczb [w:] L. A. Steen, red., Matematyka wspotczesna.
Dwanascie esejow, Wyd. Nauk. PWN, s. 68.
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Ja uwazam, a przynajmniej wierze, ze moze by¢ inaczej. Usitowa-
nia z poprzedniego przyktadu (tapeta Galois) daja podstawy do pew-
nego optymizmu. Zas swego rodzaju patronem tego przedsigwzigcia
poznawczego — poszukiwania dowodu dajacego si¢ ogarnaé ,,jednym
rzutem oka umystu” — jest, obok wszelkich esencjalizméw, Henri Berg-
son ze swWoim mocnym pojeciem intuicji.

Przyktad 4. Hipoteza Riemanna. Nieco ogdlniej, problem Rie-
manna to po prostu rozwiazywanie rownania:

&(2)=0

Chodzi o stynna funkcjg zeta Riemanna, ktora ten genialny mate-
matyk wprowadzit i przedtuzyl (rozszerzyt) do petlnego zakresu liczb
zespolonych, w zwiazku z jego proba udowodnienia omawianego po-
wyzej twierdzenia o liczbach pierwszych. Sama hipoteza stwierdza, ze
wszystkie tak zwane nietrywialnie pierwiastki powyzszego roéwnania
leza w ptaszczyznie zespolonej na pionowej prostej o odcigtej rownej .
Niezwykta regularno$¢, ale do dzisiaj jej nie udowodniono w pefni.
Uzyskano rézne wyniki czastkowe typu na przyklad: co najmniej jed-
na trzecia zer nietrywialnych lezy na owej prostej krytycznej (x = %),
co najmniej 40% zer nietrywialnych lezy na prostej krytycznej (nb. od
nieomal ¢wieréwiecza nie poprawiono tego rezultatu). Mozna sobie
wyobrazié, ze proces rozwiazywania problemu Riemanna bedzie prze-
biegal nastepujaco:

Dwa pierwsze etapy, jak wyzej. A dalej:

— Y% zer nietrywialnych lezy na prostej krytycznej,
2/3 zer nietrywialnych lezy na prostej krytycznej,
%, zer nietrywialnych lezy na prostej krytyczne;j,
4/5 zer nietrywialnych lezy na prostej krytycznej,
— 5/6 zer nietrywialnych lezy na prostej krytycznej,

!
S
=
J’_
x
N
a
-
E.
(¢}
)
-

<
=
o
=X
=

<
a
=
&
N-

<
=
o

e
S
o
72}
73

G,

<
<

<
o
N
o=
Q.

— ad infinitum.

W tym trybie proces dowodzenia hipotezy Riemanna okazalby si¢
nieskonczony. Nie mozna wykluczy¢, ze tak bedzie, w kazdym innym
rozktadzie rozwiazan czesciowych. Innymi stowy, moze nie istnie¢ (nie
by¢ dostgpna umystowi ludzkiemu) jedna calosciowa idea obejmujaca
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wszystkie zera nietrywialnie, lecz tylko ciag idei ,,mniejszego kalibru”
dajacych rozwiazania cze$ciowe!®. Uwazam, ze jest to realny sens
absolutnej nierozstrzygalnosci twierdzen w matematyce.

5. Tytutem podsumowania i uwag koncowych przytoczmy naj-
pierw sugestywne spojrzenie na matematyke jako taka stawnego pol-
skiego uczonego:

Odczuwam szczegdlng — moze dla niematematykdéw niezrozumiatag — analogig
migdzy muzyka Chopina a matematyka: muzyka Chopina ma glgboka, czgsto czarujaca
tre$¢, wyrazong w formie przystgpnej, zrozumiatej dla kazdego, chocby trochg muzy-
kalnego stuchacza, podobnie jak bogate w poznawcza tres¢ twierdzenie matematyczne,
budzace szczegodlne emocje estetyczne, a udowodnione w sposob prosty, nieskompliko-
wany, dostgpny dla kazdego matematyka na odpowiednim poziomie'.

Przedluzajac watek muzyko-matematyczny mozna by zapostulowacé:
po co ,.komponowac” na sit¢ wciaz nowe i nowe utwory, czy nie lepiej
interpretowac nowatorsko i oryginalnie stare, dobre, Swietne i genialne
dzieta? Jak to kiedy$ okreslit wybitny aktor i niedoszty naukowiec Zbig-
niew Zapasiewicz, to nie jest tylko odtwdrczosé, to jest, a przynajmnie;j
moze by¢, co najmniej ,,dotworczos¢”. Podobnie w matematyce, ukazy-
wanie nowych, glebokich aspektow znanych faktéw matematycznych
moze by¢ bardziej warto$ciowe niz publikowanie coraz to nowszych,
ale niezbyt ciekawych twierdzen i lematow. Tym bardziej ze z natural-
nych powodoéw coraz trudniej jest odkry¢ co§ zarazem nowatorskie-
g0 1 zajmujacego, interesujacego dla szerszych kregdw zawodowych.
Mniej kompozytorow, wigcej wirtuozow (interpretatorow), bo to oni
czesciej 1 bezposrednio dostarczaja nam satysfakcji z przezy¢é muzycz-
nych i ... matematycznych — mozna by zakrzyknac.

Znany krakowski matematyk Andrzej Lasota stwierdzal i pytat na
podsumowanie wlasnej bogatej kariery akademickiej oraz badawcze;j:

Po wojnie udowodniono wiele milionow twierdzen. Ale kto korzysta z milionéw
twierdzen? To w duzym stopniu jest produkcja nie nadajaca si¢ do niczego innego, jak
tylko do wypetnienia pewnych rubryk w formularzach®.

13 Por. E. Szumakowicz, Intelektualny spacer po matematyce z domieszkq filo-
zofii, Wyd. Nauk. PK, Krakow 2011, s. 281 1 nast. oraz wczesniejszy artykut: Miedzy
matematykq a filozofiq [w:] Matematyka — Spoteczenstwo — Nauczanie, nr 6, WSRP
Siedlce 1991, s. 12-15.

4 K. Kuratowski, Notatki do autobiografii, Czytelnik, Warszawa 1981, s. 108.

15 Po drogach uczonych, red. A. M. Kobos, t. 1, Polska Akademia Umiejetnoscei,
Krakow 2007, s. 492.
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Wypowiedz profesora Lasoty, cztonka rzeczywistego i czynnego PAN
i PAU, w oczywisty sposob koresponduje ze sformutowanym wyzej
postulatem metodologiczno-programowym.

Celem tego artykutu jest unaocznienie pewnej intelektualno-poz-
nawczej i kulturotwdrczej mozliwosci. Oto jest mozliwe uprawianie
filozofii matematyki w bliskos$ci i w interaktywnym sprz¢zeniu z sama,
zywa matematyka. Historycznie rzecz biorac takie nastawienie poznaw-
cze byto juz reprezentowane, na przyklad przed druga wojna §wiatowa
we Francji przez filozofujacych matematykow Jeana Cavaillés oraz
Alberta Lautmana. Ich zastugi dla zblizenia filozofii i matematyki do-
cenial juz po wojnie czotowy bourbakista Jean Dieudonné. Zas w ostat-
nich dekadach, w USA i Kanadzie, Thomas Tymoczko zachgcat i wzy-
wal matematykéw do zajmowania si¢ filozofia matematyki. Zapewne
mozna by wymieni¢ wigcej nazwisk badaczy reprezentujacych podej-
scie interdyscyplinarne w filozofii matematyki. Tego typu filozofow
matematyki nie jest jednak wielu, zwtaszcza jak na kadrowy potencjat
zawarty w populacji samych matematykow. Ci ostatni, jak juz zwraca-
fem uwage na poczatku artykutu, sa do filozofii nastawieni nieufnie,
lekajac si¢ zapewne filozoficznego ,,zmacenia” umystéw utrudniajace-
go 1 hamujacego karier¢ naukowa w krolowej nauk. W konsekwencji
popadaja oni w inna skrajno$¢, na jaka wskazywat cytowany wyzej
Andrzej Lasota. Matematyka jest w tym trendzie pojmowana jako swe-
go rodzaju sport intelektualny bedacy walka o punkty, nagrody, stopnie
i awanse. Czy inna hierarchia warto$ci ma jakie$ szanse?

Filozofowie tez nie pomagaja, zapewne z leku przed posadzeniem
o nienaukowos¢. Naukowos¢ w filozofii matematyki probuje si¢ przy
tym uzyskac¢ na dwa sposoby, Pierwszy polega na takim ,,spreparowa-
niu” matematyki, zeby mozna o niej mowic tak jak biolog méwi o tym,
co widzi na szkielku mikroskopu. Zywa, intelektualnie czy poznawczo
dynamiczna matematyka staje si¢ preparatem w formalinie, o ktorym
mozna juz formulowa¢ nawet matematycznie $ciste twierdzenia (mate-
matyczna metamatematyka, matematyczne podstawy matematyki itp.).

Drugi sposob unaukowienia filozofii matematyki polega na upra-
wianiu pod jej mianem historii pogladow z zakresu filozofii matema-
tyki. W ten sposob powstaja grube ksiggi zadowalajace tych, ktorzy
mierza rozwoj nauki za pomoca wagi papieru.

Starajmy si¢ przede wszystkim powiedzie¢ co$ ciekawego na temat
matematyki, jaka ona jest naprawde. Jednym, nie jedynym, ale szcze-
golnie wazkim kryterium jest zainteresowanie samych matematykow.
Jest to kryterium bardzo trudne do spetnienia, z powodow, ktore zo-
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staty juz przedstawione. Niemniej trzeba probowac. Osobiscie wierze,
ze ktora$ proba przyniesie efekt typu przetomu. M¢j optymizm opiera
sie na dwoch okolicznosciach. Pierwsza to potencjalnie bogate zwiazki
metodologii i epistemologii z dydaktyka. Druga to przewidywanie, ze
spoteczenstwo moze nie zechcie¢ finansowaé dziatalno$ci naukowej,
ktorej rezultaty beda ani pigkne, ani uzyteczne.

THE INTRINSIC NATURE OF MATHEMATICAL PROOF
Summary

What is a mathematical proof? Is formal logic capable of shedding light on its
nature or essence? The author maintains that the answer is negative. Mathematical
proof requires a more intrinsic investigation and explanation due to its specific struc-
ture. The crucial element is usually situated on the top level of the proof structure, so
that an axiomatic basis is as a rule useless in mathematical thinking. The final conc-
lusion is that the formal-logical foundations of mathematics should be complemented
with a phenomenology of mathematical thinking. The latter should be developed in
a manner that is understandable for ordinary mathematicians. Philosophy would thus
show its applicability and usefulness beyond its own purely theoretical and speculative
domain. The general should be embodied in the concrete. The author believes that this
type of interdisciplinary, philosophico-mathematical research will attract mathemati-
cians to philosophy with profit for their own domain.

Eugeniusz Szumakowicz
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